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Resumen

En este trabajo se presenta un nuevo clasificador basado en los prin-

cipios de dlgebra de matrices que utiliza el Linear Associator y el criterio

- de clasificacién de la Lernmatriz de Steinbuch, creandose asf un método

hibrido que tiene la ventaja de que puede trabajar patrones de entrada con

valores reales, y ademads no requiere de la restriccién de ortonormalidad,
impuesta por el Linear Associator.

1. Introduccidn.

Las memorias asociativas han merecido la atencién de numerosos investiga-
dores internacionales desde hace mas de cuatro décadas.

Uno de los pioneros en esta 4rea de investigacién fue el cientifico alemén
Karl Steinbuch quien, a principios de la década de los sesenta, ided, desarroll6 y
aplicé la Lernmatrix (Steinbuch, 1961; Steinbuch & Frank, 1961). La Lernma-
trix constituye un antecedente crucial en el desarrollo de los modelos actuales de
memorias asociativas, y es reconocido como uno de los primeros intentos exito-
sos de codificar informacién en arreglos cuadriculados conocidos como crossbar
(Simpson, 1990).

Once afios después de que Steinbuch dio a conocer Lernmatrix, dos inves-
tigadores concluyeron y presentaron ante al comunidad cientifica internacional
sus trabajos de investigacién. Apoyado por la UCLA, a principios de 1972 James
A. Anderson desarrollé y presenté su Interactive Memory (Anderson, 1972), y
meses més tarde, Teuvo I{ohonen, a la sazén profesor de la Helsinki University
of Technology, dio a conocer ante el mundo sus Correlation Matrix Memories
(Kohonen, 1972).

Los trabajos de Anderson y Kohonen dieron lugar al modelo que actualmente
se conoce con el nombre genérico de Linear Associator.

Es pertinente mencionar un hecho curioso, que se ha presentado en persona-
jes dedicados a otras ramas de la ciencia: James A. Anderson y Teuvo Kohonen
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obtuvieron resultados asombrosamente similares a pesar de que trabajaron inq,
pendientemente, alejados, y sin tener noticia uno del otro, hasta tiempo d&pu;
- de que aparecieron los artfculos; ademés, estos autores tienen formaciones pro-
fesionales totalmente diferentes: Anderson es neurofisiélogo (estadunidense
Kohonen es fisico e ingeniero eléctrico (finlandés) (Anderson & Rosenfeld, 1990
Kohonen, 1989). Sl

Cada uno de los modelos mencionados tiene ventajas y desventajas. En es.
te articulo se presenta un modelo hibrido de memoria asociativa que trabaja
eficientemente como un clasificador de patrones racionales, y en cuyo disefio
se han tomado las ventajas de ambos modelos evitando, al mismo tiempo, las
desventajas. Los resultados de este trabajo ilustran la importancia potencial de
las memorias asociativas en el drea de reconocimiento de patrones.

Una memoria asociativa tiene como propésito fundamental: recuperar correc-
tamente patrones completos a partir de patrones de entrada, los cuales pueden
estar alterados con ruido aditivo, sustractivo o combinado.

[l problema inherente al funcionamiento de las memorias asociativas se es-
cinde en dos fases claramente distinguibles:

1. TFase de aprendizaje (generacién de la memoria asociativa)

o Tase de recuperacién (operacién de la memoria asociativa)

En ambas fases, una memoria asociativa M puede formularse como un sis-
tema de entrada y salida, idea que se esquematiza a continuacion:

x—[3] —¥

El patrén de entrada esta representado por un vector columna denotado por
x y el patrén de salida, por el vector columna denotado por y. Cada uno
los patrones de entrada forma una asociacién con el correspondiente patrén
salida. La notacién para una asociacién es similar a la de una pareja ordenads;
por ejemplo, los patrones X y ¥ del esquema forman la asociacién (X,¥)-

Dado un nimero entero positivo k especifico, la asociacién correspondiente
serd (x*,y%).

La memoria asociativa M se_representa mediante una matriz cuya compo-
nente ij-ésima es m;; (Palm, Schwenker, Sommer & Strey, 1997); la matriz
se genera a partir de un conjunto finito de asociaciones conocidas de antemd
no: éste es el conjunto fundamental de asociaciones, 0 simplemente conjunto
fundamental. Se denota por p la cardinalidad del conjunto fundamental (v
un mimero entero positivo). _

Si p es un fndice, el conjunto fundamental se representa de la siguienté
manera:

((*,¥*) | p= 1,27}

Definicién 1.1 A los patrones que conforman las asociaciones del
fundamental, se les llama patrones Jundamentales.

conjunt?
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La naturaleza del conjunto fundamental proporciona un importante criterio
para clasificar las memorias asociativas (Kohonen,1972).

Definicién 1.2 Si se cumple que x* = y* Vu € {1,2,...,p}, se dice que la me-
moria es autoasociativa; de otro modo, la memoria es heteroasociativa. Para
una memoria heteroasociativa se puede afirmar lo siguiente: 3u € {1,2,...,p}
para el que se cumple que x* # y*.

Definicién 1.3 Si al presentarle a la memoria M un patrén alterado X* como
entrada (w € {1,2,...,p}), M responde con el correspondiente patrdn fundamen-
tal de salida y*, se dice que la recuperacién es per fecta.

Definicién 1.4 Una memoria perfecta es aquella que realiza recuperaciones
perfectas para todos los patrones fundamentales.

A y B son dos conjuntos que cumplen con lo siguiente: las componentes de
los vectores columna que representan a los patrones, tanto de entrada como
de salida, son elementos del conjunto A, y las entradas de la matriz M son
elementos del conjunto B.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la eleccién de estos dos
conjuntos, por lo que no necesariamente deben ser diferentes o poseer carac-
teristicas especiales. Sean m,n nimeros enteros positivos. Se denota por n la
dimensién de los patrones de entrada, y por m la dimensién de los patrones de
salida; claramente, nada impide que los valores de m y de n sean iguales. Aiin
més, uno de los requisitos que debe cumplir una memoria autoasociativa es que
la dimensién de los patrones de entrada sea igual a la dimensién de los patrones
de salida; por otro lado, si en una memoria sucede que m # n, es evidente que
la memoria debe ser heteroasociativa. _

Cada vector columna que representa a un patrén de entrada tiene n com-
ponentes cuyos valores pertenecen al conjunto A, y cada vector columna que
representa a un patrén de salida posee m componentes cuyos valores pertenecen
al conjunto A. Es decir:

x* e A"y y* € A™ Vpe {1,2,..,p}

La j-ésima componente de un vector columna se indica con la misma letra
del vector, pero sin negrilla, colocando a j como subfndice (j € {1,2,..,n}
oj € {1,2,..,m} segin corresponda). La j-ésima componente de un vector

columna x* se representa por

u
T;

Los vectores columna que representan a los patrones fundamentales de en-
trada y de salida son, respectivamente:

zy v

zh Y2

xh = . € A® yt= €A™

Ym

8 ..
3%
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2. El trabajo de Steinbuch.

La Lernmatrix es una memoria heteroasociativa que puede funcionar como
un clasificador de patrones binarios si se escogen adecuadamente los patroneg
de salida; es un sistema de entrada y salida que al operar acepta como entrads
un patrén binario x¥ € A", A = {0, 1} y produce como salida la clase y* ¢ gm
que le corresponde (de entre m clases diferentes), codificada ésta con un método
simple, a saber: para representar la clase k € {1,2,...,m}, se asignan a lag
componentes del vector de salida y* los siguientes valores: y, =1, y ¥ =0
para j=1,2..,k—1,k+1,.m

En la tabla se esquematiza la fase de aprendizaje para la Lernmatrix de
Steinbuch, con la pareja de patrones fundamentales (x*,y*) € A™ x A™.

B B 585 p—

1 Za 5 zn

yi‘ myy 12 A IOV e | Min

y{ mgy | mo2 | - | M2 | *°° | M2n

i " ; : (1)
Yi | ™Min M2 | oo | ML | ot | Tin

Y8 | My [ Mm2 | oo | Mmj [ =" | M

Cada uno de los componentes m;; de M, la Lernmatrix de Steinbuch, tiene
valor cero al inicio, y se actualiza de acuerdo con la regla m;; + Am;;, donde:

+esiyl = =z
Ami; = —esiyi‘=1yzf=0 (2)
0 en otro caso

siendo € una constante positiva escogida previamente.

La fase de recuperacién consiste en encontrar la clase a la que pertenece
un vector de entrada x* € A™ dado. Encontrar la clase significa obtener las
coordenadas del vector y¥ € A™ que le corresponde al patrén x“; en virtlfd
del método de construccién de los vectores y* la clase deberfa obtenerse sin
ambigiiedad. :

La i-ésima coordenada 3% del vector de clase y* € A™ se obtiene como lo
indica la siguiente expresién, donde \/ es el operador mdzimo:

ye = { 1si Z;=1 mi;.xf = Vi=i [Z?=1 Mhj :z:‘_;’] (3)
0 en otro caso

Ejemplo 2.1 2 patrones de dimensidn 5, donde cada uno se asigna a una clase
diferente: - : ;

"
=]
Il
-0 O
«
w
I
oo -
"
')
I
—_ O O = =
«
I
|
e
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1

0 0
X% = 1 y3= 0

1 1

0

La fase de aprendizaje se inicia asignando el valor cero a todos los elementos
m;; y & continuacion se realizan las operaciones de la crossbar 1 y la expresién
2 con las tres asociaciones, para obtener la Lemmatnx

E — € — ¢
M=|¢ € — - ¢ (4)

€ —€ € € -—¢
La fase de recuperacion consiste en presentarle a la matriz M uno de los

patrones de entrada y realizar las operaciones indicadas en la expresién 3;ala
salida se espera obtener la clase a la que pertenece el vector de entrada.

1
E —¢€ E —€ € 0 3e
M-x1=| ¢ E —€ —€ € 1 | = €
€ —€ E €& —¢ 0 €

1

5 5
Se observa que: 3., m1;z; = 3¢; E‘;:l Mg;T; =€ Y 3 ;- M3;Z; = €. Por

ello, Zf,l m]j.’L’l = Vi [z:_l mh,-:zzl] y de acuerdo con la expresién 3, se

t1ene que yl =1lyy}=0=yl. Por lo tanto, el vector que representa a la clase
es yl. _ :
De 1gual manera se recuperan las clases a la que pertenecen los patrones de
entrada x°.y x3:

(1) -
E —€ €& —€ € 1 € 0
M-x*=| ¢ e — —€ ¢ 0|=[ 3 |-=(1 |=»
E —€ € € —¢€ 0 —€ 0
\ 1)
1
E — € —€ € ( 0 \ € 0
M-x®=| ¢ & - ~¢ ¢ 1 |=( - |=|0 |=¥
E — € €& —¢€ 1 3e 1
0

\o

Ejemplo 2.2. Agreguemos las siguientes dos asociaciones:
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La nueva Lernmatrix es:

0O 0 0 0 2\
M=| ¢ E —€ —E €
0 —2¢ 2 0 0

Al intentar recuperar la clase para cada uno de los cinco patrones de entrada
se observa cémo la Lernmatrix llega a la saturacién: '

1
0 0 0 0 2 (0\ 1
M-x'=[e¢ € — — € ]- —| 0 | jclase y! oy3?
1

0 —2¢ 2 0 O
0
—| 1 | clasey?
0

0
—+(0 )clasey3
1

—

-
—_ O OO = OO O OMMOOM =~ Q0O

o N

eV a
—

T~
—

0 0 0 0 2 1
M- x4 — E £ —& —€ € 5 — 0 clase yl
0 -2 2 0 O 0

S~
e

0 0 0 0 2\
M°x5=5 € — —€ € |-

0 -2 2 0 O

1
-— ( 0 ) LCIaSeyloyj?
1

3. El trabajo de Anderson y Kohonen.

S

Para presentar el Linear Associator, consideremos el conjunto fundameﬂwl
{(xl‘,y#) ‘ p=1,2 ...,p} con
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XP = : EA™ y yr = y.2 € A™
Tn ”

La fase de aprendizaje consiste de dos etapas:
Etapa 1.- Para cada una de las p asociaciones (x*, y#) se encuentra la matriz
y* - (x“) de dimensiones m x n

( yl 31 V1 75 nz; - yizh \
y wet wheh oy . o
BB\ — yf"-‘ uy — d > | :
yh(x*) = : (z1, 72, . ,:r,,’,) | oyt gt y‘{‘:,;;.‘ cee ylzH
Y : ; : :
\ vhot wazh o ghzd o yhok )
()
Etapa 2.- Se suman la p matrices para obtener la memoria
P .
M= Zy” : (xp)t - [mij]mxn (6)
pu=1

de manera que la 7j-ésima componente de la memoria M se expresa asf:

p .
mi; =y yi'z} SN ()

n=l1
La fase de recuperacién consiste en presentarle a la memoria un patrén de
entrada x*, donde w € {1,2,...,p} y realizar la operacién

M#=§wwﬂw ®

=1

Al desarrollar la sumatoria de la expresién 8, se tiene:
Mox? = [yl () 437 () o by () oy (0]

M. v [yl . (xl)t] XY+ [y2 . (xz)t] R [y“’ . (x“’)‘] XY et [yp . (xp)t]

M-x* = y!. [(xl)t -x“’] +y?- [(xz)'-x“’] +---+yY- [(x‘*’)' -x“’] +---+yP- [(x‘")t

I

Y esto tiltimo se puede escribir de la siguiente manera, usando de nuevo la
Notacién sumatoria:
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Mox =y [t ]+ Ty o] ®
Z

La forma de la expresién 9 nos permite investigar las condiciones que ge
deben cumplir para que el método de recuperacién propuesto dé como resultado
salidas perfectas. Para que la expresi6n anterior arroje como resultado al patrép
y“, es preciso que se cumplan dos igualdades:

8) ()t x| =

b) [(x*)* -x¥| = 0 siempre que p # w
Dado que w se escogié arbitrariamente, las dos igualdades se deben cumplir
Vw € {1,2,...,p}, lo cual indica que los vectores de entrada x* deben ser or-

tonormales. Esta condicién de ortonormalidad se puede resumir en la siguiente
expresion:

1§p=w
(x#)'x¥ = (10)
Osipg#w
Si se cumple la condicién que se manifiesta en la expresién 10, entonces la

recuperacién es perfecta; es decir, la expresién 9 toma la forma M- x“ =y*.

Sin embargo, si los vectores de entrada no son ortonormales, suceden dos
cosas:

- el factor [(x“’)‘ x“’] noes 1

. el término zp;eu yH- [(x")t x“| noes0

Este 1ltimo término, llamado cross-talk, representa el ruido producido por la
interaccién entre los patrones de entrada, y tiene como consecuencia inmediata
que la recuperacién no es perfecta, excepto si el niimero de patrones almacenados
es pequefio comparado con la dimensién n de los vectores de entrada. Algunos
investigadores afirman que ese nimero pequefio de patrones debe estar entre

0,ln y 0,2n (Anderson & Rosenfeld, 1990; Hassoun, 1995; Ritter, Sussner &
Diaz-de-Le6n, 1998). -

Ejemplo 3.1 Cuatro parejas de patrones (p =4), conn=3 ym=>3.

(1\ 1
1 0 0 1
xt=| 0 |y'=|1]|: x®=[ 1 |y2=] 0 |;
0 0 0 0
1 1
1 0
0 0 il 1
xX$3=| 0 |y’=]1]|; x*={ 0 yi=] 0
1 1 1 1
\ o 1
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Calculemos los términos y* - (x#)! usando la expresién 5:

N

1 00 01 0)
0 00O 010
vy =100y x3)=]|00 0
00O 0 00O
\1 0 0 \ 0 1 o}
0 01
(0 0 0\ ((1) g (1)\
y3-(x3)t= 0 01 |; y"‘-(x‘)t= 000
0 01 1 01
\0 0 0/ \1 0 1)
Se obtiene la memoria M a partir de las expresiones 6 yu

4
M:Zy# y (x")t=

B =t b b
—_ 0 O =
DD Pt pb pea

(1)
u=1
1
Se usa la expresién 8 y la memoria 11 para recuperacién:
1 11 1
4 1 11 1 1
M-xl=|;2y"-(x“)‘]-x1= 101 |-{0 J=]1]#y
=1 1 0 2 0 1
211 2
Anélogamente con los otros tres patrones:
2
2
M-x2 = #ya M-xi=| 2 | #y*
3
3

= =

I

«

-N

-

w

Il
DD = s

4. El clasificador hibrido de patrones

Los ejemplos 2.1 y 3.1 ilustran el funcionamiento y las: desventaja.s de los
dos modelos de memorias asociativas, la Lernmatrix y el Lmea:u‘ A.ssocxator.

Por un lado, la Lernmatrix puede aceptar s6lo patrones binarios como'?n—
tradas, y el ejemplo 2.1 muestra cémo se llega répidamente a la saturacion,
fenémeno que impide la clasificacién correcta. Por otro la_do, no obstante (;ue
el Linear Associator elimina la restriccién de patrones binarios a la entrada,
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puesto que puede aceptar patrones con valores reales en sus componentes, surge
una restriccién bastante fuerte: la ortonormalidad de los patrones de entrada

En el ejemplo 3.1 sélo se recuperé un patrén de salida de manera Per[ect;;
debido a los devastadores efectos que tiene, en la fase de recuperacién, el términ(;
de cross-talk diferente de cero, en virtud de que los patrones de entrada no sop
ortonormales, como lo exige la expresién 10.

Ll clasificador hibrido que se propone en este trabajo elimina las desventajas
de ambos modelos, pero incluye algunos principies de diseno y operacién de
éstos. El algoritmo del nuevo clasificador es como sigue:

1. Sea un conjunto fundamental de patrones de entrada de dimensién n con
valores reales en sus componentes (a la manera del Linear Associator),
que se aglutinan en m clases diferentes.

2. A cada uno de los patrones de entrada que pertenece a la clase k se le
asigna el vector formado por ceros, excepto en la coordenada k-ésima,
donde el valor es uno (a la manera de la Lernmatrix).

3. La fase de apréndizaje es similar a la del Linear Associator, de acuerdo
con las expresiones 5,6 y 7.

4. La fase de recuperacién es similar a la que usa la Lernmatrix, de acuerdo
con la expresién 3

Este algoritmo simple nos permite disefiar un poderoso clasificador de pa-
trones, como se ilustra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.1 Cinco patrones de dimensién 2 con valores reales, ‘aglutinados en
dos clases diferentes:

A la primera clase pertenecen dos patrones:

1 _411 2 _4!8
x‘(a,s ) y X =142

Tres patrones pertenecen a la segunda clase:

3 __ —6’3 3. —6,2 4 _ —710
x —( -338 )”‘ =\ =31 ) ¥ *T =80

Lo anterior significa, de acuerdo con el inciso 2 del algoritmo, que los patrones
de salida son los siguientes: o

g o 0
y‘=y2=.(0 ) y y3=y‘=y5=(1 )

Para la fase de aprendizaje, de acuerdo con el inciso 3 del algoritmo, s€
calculan los términos y* - (x*)* usando la expresién 5, y el clasificador C s¢
obtiene a partir de las expresiones 6 y 7: |
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5 ' .
C= B, pyt e -—8,9 8,0
;y () ( -195 -99 - (12)

El inciso 4 del algoritmo indica que la fase de recupera
de acuerdo con la expresién 3.

-89 80 \ [ -41
-19,5 —99 3,8

)
(0 %) (80
)
)

cién se lleva acabo de

-89 80 \ [ -63
~195 —9,9 -338
-89 80 \ [ -62
-19,5 —9,9 -3,

-89 80 \ [ -70) _ [ 383 0
-195 —99 =30 ) T \1e62 )\ 1 )—clese2

Ejémplo 4.2 Ahora probemos el clasificador con dos patrones que no pertencen
al conjunto fundamental:

-89 80 )\ (—40) _ (86 (1)_ ’ -
-195 -99 6,0 = 18,6 0 clase
-89 80 \ (-60) _-(22 \_(0\_ .,
-19,5 —9,9 -40 /) T \ 176 1

Nota 1 Resulta evidente que este problema de clasificacién no puede ser re-
suelto por la Lernmatrix de Steinbuch, ya que los patrones de entruda no son
binarios, como lo requiere ese modelo. Por otro lado, tampoco es posible re-
solverlo por el Linear Associator, debido a que los patrones de entrada no son
ortonormales, como lo exige la expresidn 10.

5. Conclusiones y trabajo futuro.

En este trabajo se ha presentado un nuevo clasificador el cual utiliza como
base dos modelos conocidos de memorias asociativas: la Lernmatriz de Steinbuch
Y el Linear Associator.

El algoritmo del nuevo clasificador recoge lo mejor de ambos mOfielos y
elimina sus desventajas, y con ello se ha logrado crear un método hibrido que
tiene la ventaja de que puede trabajar patrones de entrada con valores real-es, y
ademds no requiere de la restriccién de ortonormalidad, impuesta por el Linear
Associator.

El trabajo futuro inmediato es encontrar la base tedrica que sustenta el buen

funcionamiento del algoritmo propuesto.
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